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Apstrakt

Primena matematickih modela nasla je dominantno mesto u resavanju
problema ekonmskih nauka u drugoj polovini dvadesetog veka. U ovom radu
prikazacemo mogucnost koriscenja integralnog racuna kod indeksa
koncentraciije dohotka.

Ovaj indeks predstavlja relativnu meru nejednakosti distribucije dohotka i
Cesto se moze pronaci u ekonomskm analizama. Graficka interpretacija
integralnog racuna upotrebljava se radi lakSe interpretacije rezultata
istrazivanja Sto ¢e u ovom radu biti prikazano.

Kljuéne reci: integralni racun, ekonomska analiza, Lorencova kriva.

JEL: C54, C59

Uvod

Istorijiski se do pojma integrala nije doslo, polazec¢i od pojma diferencijala.
Cak, neko vreme, na pocetku razvoja integralnog raduna nije se ni znalo,
kakva veza postoji izmedu ta dva pojma.

Kada se razmatra funkcija y=f(x) definisana na nekom odse¢ku [a, b].
Interval [a,b] se podeli na n jednakih delova tako, da je
A=X, <X <X <..<X , <X =b,

gde su X, X,,..., X, krajevi malih intervala koji su zadrzani u intervalu
[a,b].(Jiang, 2017) Vrednosti funkcije f(x) na krajevima tih podintervala
su: f(x), F(x,), F(X, ), f(x,).
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Sta je proizvod f(x)(X —X,) = f(x)Ax?

On se moze interpretirati graficki u vidu pravougla koji se nalaz u preseku linija i
to krive i odsecka koji ona zatvara sa dve prave koje idu iz odsecka Xo i X1. UopSte
povrsina nekog i-tog pravougaonika je f(x)Ax (Roetzel et al. 2017) dok je

povrsina svih nekakvih pravougaonika Z f(%)-Ax. Ta povrsina razlikuje se
i=1

od povrsine slike oivicene krivom y= f(X), X 0se, te pravcima X=a i x=b

za Srafirani deo (Graph 1).

Graph 1. Odsecak integralnog ra¢una
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Ovako posmatran integralni racun ima primenu i u odredivanju distribucije
nejednakosti dohotka stanovniStva (Stanojevi¢, DPordevi¢, Volf, 2017). u
odredenom vremenskom periodu, §to je ujedno i predmet ovog rada.

Odredeni integral

Kada se interval [a,b] podeli na ve¢i broj pojedinaénih intervala X, —x_; = AX,
suma povrSina pravougaonika jo§ manje ¢e se razlikovati od povrSine te
krivolinijske slike. Kad n—oo, odnosno Ax —0, grani¢na vrednost te sume
lim f (x)- AX potpuno je jednaka povrsini izmedu krive y= f(Xx), pravca x=a
nN—0

i Xx=Db, te X ose.

b
Ona se oznacava sa jf(x) dx i naziva se odredenim integralom funkcije f (x) u
a
granicama od a do b . Odredeni integral je, dakle, grani¢na vrednost sume povrsine
parcijalnih pravougaonika. Znak integrala, izduzeno slovo S, pocetno je slovo reci
»suma”. (Pejovic et al. 2014).
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Za potrebe naSeg istrazivanja uzeéemo jednu kvadratnu funkciju y=x* u
intervalu [1,3]. Ako se interval [1 3] podeli na dva dela tako, da je Ax=1,

n
imamo ZXiZ-AX=22+32=13. Ova povrSina razlikuje se za Srafirani deo od
i1

povriine pod krivom y = x* (Graph 2).(Durand, Ellis, Christofides, 2016)

Graph 2. Odredeni integral kvadratne funkcije n=2
- . yJ :

U slucaju da se n poveca tako da sada iznosi n=4 (slika 3), tada je
1. 4 2 2 2 2 2 1
Mx=— 13 % AX=(15"+2°+2,5"+3 )-5:10,75.
i=1

Povrsina je manja, dakle, bliza povr$ini posmatranog krivolinijskog grafikona.
Graph 3. Odredeni integral kvadratne funkcije n=4
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Kolika je ta¢no naznacena povrsina? U tu sfrhu razdelimo interval [1,3] un

podintervala. (Kim et al. 2015) Na njihovim desnim granicama

1+§, 1+2-§,..., 1+n-%, funkcija ~y=x* ima sledeée  vrednosti

a+2)2, @+2-2) ... @+n-2)y,
n n n
Kada to imamo, lako je izracunati sumu:

> X -Ax:z[(ljtg)2 +(1+2-E)2 +...+(1+n-3)2} =
= n n n n

B 2 2 2
_2 (1+2-E+2—2)+(1+2-£+222—2)+...+(1+2-@+nz2—2)}:
n| n n n n n n

B 2
:% n+2—nz(1+2+...+n)+%(1+22+...+n2)}:

2 4 1+n 2> n
=—|n+——n+—-—(N+D)(2n+1) |=
nf n 2 n® 6( ) )}

2 4n’ +4n+2n+2
=—|N+2+2n+ =
n 3n

2 9n*+6n+4n°+6n+2 _26n°+24n+4

, 1 njenu grani¢nu vrednost:

n 3n 3n?
26+24+ 4
n 2 T
IimfoAx:IimZ(sr'Jr—W:Iimw:@:&G.
n—oo 4= n—w 3n n—o 3 3

Integralni racun i diferenciranje

U prethodnom delu smo prikazali kako se moze koristiti odredeni integral, ali
pojavom diferenciranja sada smo u stanju da to uradimo mnogo brze i
jednostavnije. Da se to pokaze vratimo se opStem problemu integracije i

razmotrimo opet funkciju y = f(x) u intervalu [a,b] (Gupta, V., & Agrawal, D.
2018).
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Moze se zamisliti, da je povrsina A(x) opisana pomeranjem ordinate krive f(x) od

tacke x=a do neke neodredene tacke X. Ako ordinata nastavi kretanje, tada ¢e
pomak Ax porasti za AA(X). (Spalevi¢ et al. 2016). Taj prirast povrSine

zadovoljava ovu relaciju y-Ax < AA < (y+Ay)-AX, tj. manji je od povriine
opisanog, a ve¢i od povrSine upisanog pravougaonika (Graph 4).

Ta nejednakost stoji samo za rastué¢e funkcije, kao §to je ona na slici za
opadajuce vazi obrnuta nejednakost, gde znak <, prelazi u znak >. (BartoSova et

al. 2015) Ako se ta nejednacina podeli sa Ax, dobijase y < % <Y+AY.

Graph 4. Prirast rastuce funkcije

ya Lo ‘ y=F(x)
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Ako Ax—0, tada i Ay —0, jer je kriva na slici 4 neprekidna, s tim u vezi je

. AA . AA y 5 e dA
y <lim— <y, odakle je E%E =y, $to mozemo pisati i ovako P y

Ax—0 AX
odnosno kao jednu diferencijalnu jednacinu. Ta jednacina reSava se, kao §to je
poznato, na slede¢i na¢in: dA=ydx, ili dA(x)=f(x)dx, odnosno

IdA(x)zjf(x)dx, dakle A:If(x)dx:F(x)+C, gde je F(x) jednostavna
funkcijaod f(x),tj. F'(x)=f(x).

Kada je x=a, povr§ina izmedu a i x jednaka je nuli, odnosno A(a)=0 tada

se iz ovoga uslova moze se odrediti konstanta C . U stvari, zamenimo li x=a u
prethodnu jednacinu, imamo
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A(a)=F(a)+C, 0=F(a)+C, C=-F(a), i odatle A(x)=F(x)-F(a),
(b)-F(a),

To znaci, da je povrSina pod krivom y= f (X), u granicama od a do b jednaka

>
—~
o
N—
Il
M

f (x)dx=F (b)—F(a).

O C—— T

razlici vrednosti jednostavne fankcije F(x) u gornjoj odnosno donjoj granici. Da se
pojednostavni oznadavanje, uvodi se oznaka: F (X)E1 =F(b)-F(a).

Sada mozemo izracunatii vrednost posmatrane povrSine iz prethodnog dela po

3 3PP a3
navedenom obrascu formule gde dobijamo da je Ixzdx = % = % —% =8,6.
1

1

Indeks koncentracije dohotka

Grafic¢ki izraz povezanosti kumulativnih procenata agregata dohotka sa
kumulativnim procentima nosilaca dohotka je Lorencova Kkriva.
(Maksimovi¢ et al. 2012) Pod agregatom dohotka podrazumeva se proizvod
veli¢ine dohotka i broja nosilaca tog dohotka (Rich, 2012).

Ova definicija Lorencove krive upuéuje na to, kako se ona konstruise.
Najpre treba izradunati agregate dohotka, (Miljkovi¢ et al. 2018). zatim
izraziti agregate dohotka i brojeve nosilaca dohotka u procentima (od
ukupnog dohotka, odnosno od broja svih nosilaca) nakon ¢ega je potrebno
te procente kumulirati i na kraju ih grafi¢ki prikazati (Petrov et al. 2018).
Ovaj postupak ¢emo prikazati na naSem primeru ove distribucije, date u
Tabeli 1.

Tabela 1. Distribucija dohodaka u R. Srbiji

Dohoci . Agregat Broj Agregat Kumulativni procenti
L Broj dohotka u -
u hilj. nosilaca hili nosilaca u dohotka u i
dinara. di ) procentima procentima | nosilaca agregarta
inara. dohotka dohotka
1. 2. 3. 4. 5. 6. 7.
10 50 500 10 4 10 4
15 0 0 0 0 10 4
20 300 6000 60 48 70 52
30 0 0 70 52
40 150 6000 30 48 100 100
500 12500 100 100

Izvor: Istrazivanje autora
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Prve tri kolone zauzimaju apsolutni brojevi (visine dohotka, nosilaca i
agregata dohotka). Podaci iz 2. i 3. kolone prikazani su u procentima u 4.
odnosno 5. koloni. Preostale dve kolone donose kumulativne nizove tih
procenata. Ova dva poslednja niza jasno ukazuju na nejednakosti razmatrane
distribucije. 1z njih ¢itamo da na 10% primalaca sa nizim dohotkom otpada
samo 4% dohotka, a na prvih 70% primalaca svega 52% ukupnog dohotka.

Lorencova kriva se prikazuje u pravouglom koordinatnom sistemu tako, da se na
osu apscise nanose kumulativni procenti nosilaca dohotka (Jeremi¢ et al. 2017), a
na osu ordinate kumulativni procenti agregata dohotka (Graph 5).

Graph 5. Lorencova kriva dohodaka
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Na prikazanom grafiu su dve krive - empirijska Lorencova kriva koja spaja tacke
(0,0), (0,10; 0,04), (0,70; 0,52), i (L1), i izravnata Lorencova kriva. Ova

poslednja ima jedna¢inu y=0,990x*+0,053x—0,005, koja je odredena
metodom najmanjih kvadrata.

Sad ¢emo pokazati, kako se iz svake od prikazanih krivih racuna indeks
koncentracije dohotka. Indeks koncentracije jednak je odnosu povrSine
izmedu Lorencove Kkrive i pravca jednakosti prema povrsini trougla u

. . . . . 1
kome se nalazi ta kriva. Kako je povrSina tog trougla jednaka > uvek

vec¢a ili najviSe jednaka povrSini, koju zatvara Lorencova kriva sa pravcem
jednake polovine, indeks koncentracije je broj iz intervala [0,1].
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Indeks koncentracije K, koji pripada empirijskoj Lorencovoj krivoj moze
se izraunati po formuli: K=ZXHyi—Xin, gde je X, kumulativni
procenat broja nosilaca a y, kumulativni procenat agregata dohotka.

U nasSem istrazivanju ona iznosi prema slede¢em:
K =0,10-0,52-0,70-0,04+0,70-0,52=0,204 .

Indeks koncentracije koji pripada neprekidnoj Lorencovoj krivoj, dobija se
1ntegra01J0m na nacin. Ako se empirijska Lorencova kriva izravnava parabolom

y=ax’+bx+c, kao Sto je to ucinjeno, tada je
2
K_z—l(ax +bx+c)dx_1_2(§+9+c)
- 1 T3 2
2
Po toj formuli izravnata kriva daje: K =1— 2(M %—0 005)=0,296.

Moze biti re¢i i o koncentraciji prema sredini distribucije. Njena relativna

mera je koeficijent varijacije V =—“_ﬂz, gde je u, varijansa, a X srednja
X

vrednost distribucije. Sto je koeficijent varijacije veéi, koncentracija prema

sredini je manja.

Moze se pokazati da je, za svaku distribuciju dohodaka, indeks koncentracije
manji od koeficijenta varijacije. Cak izmedu te dve mere postoji ova strozija

relacija: J2K <V .

Zakljucak

Mozemo zakljuciti da je to je prikazana kriva distribucije dohodaka rastuca kriva,
konkavna prema dijagonali. Dijagonalni pravac prikazane krive pokazuje jednaku
raspodelu dohodaka. Sto je kriva neke raspodele dohotka konkavnija prema tom
pravcu, jaca je koncentracija dohotka prema vrhu distribucije, odnosno kod
nosilaca sa najve¢im dohotkom.

Maksimalnoj koncentraciji dohotka kod gornjeg sloja primalaca odgovara
Lorencova kriva koja se pruza od koordinatnog pocetka (0,0) po X osi do tacke

(1,0), gde ima rast od 1. Ta stepenasta, neopadaju¢a kriva maksimalne

koncentracije egzistira kako mozemo videti samo u teoriji. Sto znac¢i da njena
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egzistencija oznacava, ne postojanje raspodele. Ona je ustupila mesto potpunoj
koncentraciji - jedno lice nosi ceo dohodak. Z

Lorencove krive u uzem smislu, koje se podudaraju sa pojmom realne empirijske
Lorencove krive, smestaju se, dakle, izmedu te dve grani¢ne krive, izmedu pravca
jednake raspodele, koju karakteriSe odsustvo koncentracije, odnosno
diferencijacije i krive kompletne koncentracije.
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SPECIFIC INTEGRAL IN ECONOMIC FUNCTIONS
Radovan Damnjanovié?*, Vlado Purkovié® Milo§ Miljkovié®

Summary

The application of mathematical models has found a dominant place in the
solution of the problem of economic science in the second half of the twentieth
century. In this paper we will show the possibility of using an integral account
with the income concentration index.

This index represents a relative measure of inequality in income distribution and
can often be found in economic analysis. Graphic interpretation of an integral
account is used to facilitate the interpretation of research results, which will be
presented in this paper.
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